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РЕФЕРАТ
Звiт про НДР: 79 с., 23 рис., 72 джерела.
Об’єктом дослiдження є ультратонка плiвка мастила, затиснута мiж дво-
ма атомарно-гладкими твердими поверхнями тертя, металевi наночастинки та
графен.
Мета дослiдження – побудова термодинамiчних моделей плавлення уль-
тратонкої плiвки мастила та дослiдження поведiнки трибологiчної системи на
їх основi та тертя металевих наночастинок на графенi.
Використана методика дослiдження – методи теорiї фазових переходiв та
теорiї пружностi, методи обчислювальної математики та молекулярної дина-
мiки.
Розглянуто траєкторiю i швидкiсть руху блока, закрiпленого мiж двома
пружинами, коли на ньому знаходиться iнший блок, який рухається за перiо-
дичним законом за наявностi сил взаємодiї мiж поверхнями вказаних блокiв.
У явному виглядi отримано релаксацiйне рiвняння типу Ландау-Халатнiкова,
за допомогою якого обчисленi кiнетичнi залежностi пружних напружень i си-
ли тертя за наявностi у системi фазових переходiв першого роду. Таким чином,
описаний переривчастий (stick-slip) режим руху, що спостерiгається експери-
ментально. Методом класичної молекулярної динамiки вивчено тертя Ni, Ag,
Cu i Au наночастинок (НЧ), адсорбованих на графенi. Розглядаються НЧ, що
мiстять вiд 5000 до 30000 атомiв. Залежностi сили тертя пiдкладки вiд лате-
ральної компоненти положення центру мас для всiх Сu та бiльшостi Ni НЧ
мають пилкоподiбну форму. Для золотихНЧ спостерiгаються залежностi двох
типiв: неоднорiдна i пилкоподiбна. Для Ag НЧ сила тертя має нерегулярну
форму.
ТЕРТЯ, ПРУЖНI ТА В’ЯЗКI НАПРУЖЕННЯ, ДЕФОРМАЦIЯ, ТРИ-
БОЛОГIЧНА СИСТЕМА, ПЕРЕРИВЧАСТИЙ РУХ, ПЛАВЛЕННЯ, ФА-
ЗОВИЙПЕРЕХIД, ГРАФЕН, НАНОЧАСТИНКА.
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6ВСТУП
У зв’язку зi стрiмким розвитком нанотехнологiй i мiнiатюризацiєю дета-
лей пристроїв все бiльш гостро постає проблема забезпечення стабiльної ро-
боти наномеханiзмiв в умовах недостатнього або повнiстю вiдсутнього змащу-
вання. Тому останнiм часом дуже активно вивчаються закони тертя при тов-
щинi мастила, що складає лише декiлька молекулярних шарiв. Такий режим
отримав назву межового тертя i суттєво вiдрiзняється вiд рiдинного i сухого
режимiв [1–3]. У режимi межового тертя можлива реалiзацiя доменної струк-
тури мастила з рiдиноподiбними та твердоподiбними станами [4–6]. Причому
таких станiв може бути декiлька, i їх властивостi якiсним чином залежать як
вiд властивостей поверхонь тертя, так i вiд зовнiшнiх параметрiв – таких як
температура, тиск, швидкiсть зсуву, тощо.
Системи, що працюють в межовому режимi, мають багато особливостей
у залежностi вiд реалiзацiї умов тертя. У запропонованiй роботi розглядаєть-
ся межове тертя двох атомарно-гладких поверхонь за наявностi однорiдного
ультратонкого шару мастила з неполярних молекул мiж ними. Останнiм часом
стало можливим експериментальне дослiдження таких систем. У такому ме-
жовому режимi часто спостерiгається перiодичний переривчастий рух [4, 5, 7],
який пояснюється як плавлення мастила за рахунок зсуву поверхонь i на-
ступне тверднення за рахунок їх здавлювання пiд дiєю зовнiшнього тиску. Такi
переходи можуть бути представленi як фазовi перетворення першого [4,5,7–9]
або другого [10, 11] роду мiж кiнетичними режимами тертя, якi не є стiйкими
термодинамiчними фазами. Для вивчення трибологiчних i реологiчних власти-
востей межового мастила проводяться численнi експериментальнi [4,5,12–15]
i теоретичнi [7, 10, 16] дослiдження. Встановлено, що зi зменшенням товщини
мастила фiзичнi властивостi в процесi тертя змiнюються спочатку кiлькiсно,
7а потiм, при деякiй критичнiй товщинi, властивостi набувають рiзких якiсних
змiн. Це дозволяє експериментально i теоретично отримувати фазовi дiаграми
станiв мастила для його рiзних товщин [17].
Для опису межового режиму тертя та наноконтактних явищ широко ви-
користовуються феноменологiчнi моделi [7, 10, 18, 19]. Зокрема, в роботi [8]
розроблено модель, у якiй плавлення мастила вiдбувається в результатi тер-
модинамiчного i зсувного механiзмiв. У вказанiй моделi дослiджено вплив
адитивних флуктуацiй основних величин [20] i показано, що їх наявнiсть в си-
стемi призводить до виникнення нових стацiонарних станiв та кiнетичних ре-
жимiв тертя [21, 22], у той час як для об’ємних систем вони чинять незначний
вплив. Причини гiстерезисної поведiнки, що спостерiгається експерименталь-
но [12, 13, 23], з’ясовано в роботi [24]. У рамках вказаної моделi також описа-
ний перiодичний переривчастий режим руху [11,25].
У роботах [10,26] запропоновано термодинамiчне представлення межо-
вого тертя, що грунтується на теорiї фазових переходiв Ландау [27]. У за-
значенiй моделi також враховується той факт, що ультратонка плiвка масти-
ла може плавитися та перебувати в рiдиноподiбному невпорядкованому станi
як за рахунок звичайного термодинамiчного плавлення, так i в результатi пе-
ревищення зсувною компонентою напружень межi плинностi (”зсувне плав-
лення“). Вплив цих факторiв вивчається також в роботi [18], у якiй парамет-
ром порядку є надлишковий об’єм [28, 29], що виникає за рахунок хаотизацiї
мастила при плавленнi. Зi збiльшенням величини надлишкового об’єму змен-
шується модуль зсуву [18], що призводить до плавлення. У роботах [10, 26] у
якостi параметра порядку обраний безпосередньо модуль зсуву, що приймає
нульовi значення в рiдиноподiбнiй фазi.
Проте, в [10,26] плавлення описується як неперервний фазовий перехiд
другого роду, але в режимi межового тертя часто спостерiгаються стрибко-
подiбнi фазовi переходи першого роду [4, 5, 18], що спричиняють переривча-
8стий режим руху [4, 5]. Метою цiєї роботи є опис фазового переходу першого
роду в рамках моделi [10,26] i дослiдження поведiнки трибологiчної системи на
основi вказаної модифiкацiї. У запропонованiй моделi не вивчаються конкрет-
нi типи мастил, оскiльки її метою є опис причини явищ, що вiдбуваються при
межовому тертi. Для конкретних типiв мастил i поверхонь тертя модель по-
трiбно модифiкувати. Частково це може бути зроблено вибором числових зна-
чень коефiцiєнтiв розкладання вiльної енергiї, часiв релаксацiї, тощо. Модель
описує лише однорiднi мастила, що складаються з неполярних квазiсферич-
них молекул [4,5]. Однiєю з причин цього є те, що дослiджується ситуацiя, ко-
ли в рiдиноподiбному станi пружнi напруження приймають нульове значення,
тобто при плавленнi здiйснюється повне розупорядкування молекул масти-
ла, що не спостерiгається в тонких мастилах iз полiмерних молекул. Причини
гiстерезису, який спостерiгався в експериментах з межового тертя [12, 13, 23],
детально дослiджуються в рамках синергетичної моделi в роботах [8,24].
Великомасштабне комп’ютерне моделювання, в основу якого покладена
класична молекулярна динамiка (МД) — альтернативний пiдхiд для вивчення
трибологiчних властивостей матерiалiв, здатний вiдстежити поведiнку системи
на атомарному рiвнi, i може допомогти з дослiдженням малих ефектiв, недо-
ступних для моделювання iншими методами.
У лiтературi пiдходи, що використовують принцип молекулярної дина-
мiки, вiдносяться в основному до дослiдження диффундiювання наночастинок
(НЧ) i не ставлять за мету вивчити процеси тертя.
Розмiри дослiджуваних систем мало пiдходять для дослiдження про-
цесiв тертя в нанорозмiрних системах i коливаються в межах декiлькох со-
тень атомiв [30–32]. Невеликi системи, що складаються з такої кiлькостi ато-
мiв, не можуть забезпечити необхiдної точностi та адекватностi для вивчення
трибологiчних властивостей НЧ. Необхiднi системи, якi складаються з тисяч,
десяткiв тисяч атомiв.
9Незважаючи на недостатню кiлькiсть робiт, що безпосередньо вiд-
носяться до вивчення трибологiчних властивостей металевих наночастинок,
неважко знайти алгоритми вирiшення подiбних завдань [33]. Метод класичної
молекулярної динамiки добре вiдомий i описаний в лiтературi.
Використання передових технологiй, таких як розрахунки на графiчному
процесорi, при моделюваннi методом класичної молекулярної динамiки дозво-
лить не тiльки пiдвищити якiсть розрахункiв, але також дасть можливiсть про-
водити експерименти для систем, що складаються з бiльшої кiлькостi атомiв i
на великих промiжках часу.
Таким чином, в даний час, метод МД є актуальним i добре апробованим
способом проведення комп’ютерних експериментiв.
Пiдводячи пiдсумки, можна сказати, що вiдсутнiсть належної кiлькостi
наукових робiт у цiй галузi, мала кiлькiсть проведених дослiджень нанорозмiр-
них систем необхiдного розмiру, iснування погано вивчених явищ послужило




Густина вiльної енергiї для ультратонкого шару плiвки мастила в одно-
рiдному випадку записується у виглядi [10,26,34,35]:









де T – температура мастила, Tc – критична температура, εel – зсувна
компонента пружної деформацiї, α, a, b, c – додатнi сталi, ϕ – параметр по-
рядку (амплiтуда перiодичної складової мiкроскопiчної функцiї густини сере-
довища [10, 26]). Параметр ϕ дорiвнює нулю в рiдиноподiбнiй фазi i приймає
ненульовi значення в твердоподiбнiй. У потенцiалi (1.1), у порiвняннi з робота-
ми [10, 26], додатково врахований член третьої степенi. Такий вигляд розкла-
дання використовується для опису фазових переходiв першого роду [27, 36].
Також у другому доданку (1.1) введений множник a, що дозволяє варiювати
вклад у потенцiал пружної енергiї.
Пружнi напруження, що виникають вшарi мастила, згiдно з (1.1), визна-
чаються як σel = ∂f/∂εel:
σel = aϕ
2εel. (1.2)
Таким чином, з введенням у розкладання (1.1) коефiцiєнта a модуль зсуву
визначається як
µ = aϕ2, (1.3)
i в залежностi вiд значення параметра a може приймати як малi, так i великi
значення при |ϕ| < 1. Зазначимо, що в режимi межового тертя модуль зсу-
ву може бути на декiлька порядкiв бiльший, нiж у гiдродинамiчному режимi
для того самого мастила. Зазвичай у процесi тертя при перевищеннi критич-
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них значень температури T , або пружних зсувних напружень σel, мастило пла-
виться не повнiстю, а створюється доменна структура з областями рiдинного
i сухого тертя. Для вивчення такої ситуацiї в (1.1) потрiбно враховувати гра-
дiєнтнi доданки, що значно ускладнює подальший розгляд. Але дослiдження
таких просторових структур – це окрема задача, яка не є метою даної робо-
ти. Тому градiєнтнi доданки в (1.1) не враховуються, що вiдповiдає розгляду
поведiнки мастила в рамках одного домену з однорiдною структурою.
1.2 Стацiонарнi значення
Згiдно з принципом мiнiмуму енергiї система при будь-яких початко-
вих умовах прагне зайняти стацiонарний стан, що вiдповiдає мiнiмуму вiльної
енергiї f(ϕ) (1.1). Оскiльки параметр ϕ є амплiтудою перiодичної складової
мiкроскопiчної функцiї густини середовища, розглядаємо далi лише фiзичну
область значень ϕ ≥ 0. Введемо функцiю
B(εel, T ) = aε
2
el + 2α(T − Tc). (1.4)
Аналiз виразу для вiльної енергiї (1.1) дозволяє видiлити такi ситуацiї. При ви-
конаннi умови B(εel, T ) ≤ 0 реалiзується нульовий максимум потенцiалу (1.1)
i його ненульовий мiнiмум при ϕ > 0 (крива 1 на рис. 1.1). У цьому випадку
мастило твердоподiбне, оскiльки модуль зсуву µ > 0. В промiжному дiапа-
зонi значень 0 < B(εel, T ) < b2/(4c) нульовий максимум потенцiалу перетво-
рюється на мiнiмум i додатково з’являється максимум, який роздiляє нульо-
вий i ненульовий мiнiмуми (крива 2 на рис. 1.1, також показана у збiльшено-
му виглядi на вставцi). У цьому випадку стан мастила залежить вiд початко-




















Рисунок 1.1– Залежнiсть густини вiльної енергiї f (1.1) вiд параметра порядкуϕ (безрозмiрна
величина) при α = 0.95 Дж· K−1/ м3, Tc = 290 K, a = 4 · 1012 Па, b = 230 Дж/м3, c = 850
Дж/м3. Кривi 1 − 3 вiдповiдають температурам T = 265, 286, 310 K i деформацiї зсуву εel =
2.1 · 10−6
му станi. В останньому випадку B(εel, T ) ≥ b2/(4c), показаному кривою 3 на
рис. 1.1, реалiзується єдиний мiнiмум потенцiалу при ϕ = 0, що згiдно з (1.3)
вiдповiдає нульовому значенню модуля зсуву мастила i його рiдиноподiбнiй
структурi.
Стацiонарнi значення параметра порядку ϕ визначаються коренями рiв-


















де ϕ− вiдповiдає нестiйкому стацiонарному стану, оскiльки вiдповiдає
максимуму потенцiалу (1.1). Стiйкий стан, що вiдповiдає мiнiмуму потенцiа-
лу, дається значенням ϕ+. Додатково до умови (1.5) завжди iснує стацiонар-
ний розв’язок ϕ0 = 0, який вiдповiдає екстремуму потенцiалу (1.1) при нульо-
вому значеннi параметра порядку, причому це може бути як максимум, так i
мiнiмум потенцiалу. Згiдно з (1.5) плавлення мастила може здiйснюватися як
за рахунок пiдвищення температури T , так i при зростаннi зсувної компоненти
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пружної деформацiї εel. Таким чином, модель враховує термодинамiчне i зсувне
плавлення.
1.3 Критичнi значення i гiстерезис
Як вже зазначалося вище, при малих значеннях температури T i дефор-
мацiї εel, коли функцiя B(εel, T ) ≤ 0, мастило твердоподiбне, оскiльки згiдно з
(1.5) реалiзується вiдмiнне вiд нуля стацiонарне значення параметра ϕ, i згiд-
но з (1.3) модуль зсуву µ також не дорiвнює нулю. У цьому випадку потенцiал
має єдиний мiнiмум при ϕ ≥ 0. При перевищеннi температурою T критичної
величини






параметр порядку стрибкоподiбно змiнюється до нульового значення з пере-
ходом мастила в рiдиноподiбний стан, у якому потенцiал f(ϕ) має єдиний ну-
льовий мiнiмум [34, 35]. Якщо пiсля вказаного переходу знижувати T , масти-
ло твердне за механiзмом фазового перетворення першого роду при меншому
значеннi температури




i параметр ϕ знову стає ненульовим. В промiжнiй областi температур
T 0c < T < Tc0 потенцiал характеризується двома мiнiмумами при додатних ϕ.
Таким чином, залежнiсть ϕ(T ) має гiстерезисний характер [34,35] i вiдповiдає
фазовому переходу першого роду. Вираз (1.7) подає фiзичний змiст критичної
температури Tc – це температура тверднення мастила при нульових деформа-
цiях, коли в системi наявний лише механiзм термодинамiчного плавлення. З
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виразiв (1.6) i (1.7) легко визначити ширину гiстерезису за температурою




яка залежить лише вiд сталих розвинення (1.1).
Iз виразу (1.6) слiдує, що мастило плавиться не лише з пiдвищенням
температури, а також при зовнiшнiй механiчнiй дiї, коли пружна компонента
зсувної деформацiї перевищує критичне значення
εel,c0 =
√






З формули (1.7) визначимо пружну деформацiю εel, при якiй мастило твердне:
ε0el,c =
√
2α(Tc − T )
a
. (1.10)
Вiдмiтимо, що згiдно зi спiввiдношенням (1.9) плавлення може вiдбуватися на-
вiть при нульовiй температурi T = 0, якщо деформацiя перевищує критичне
значення. При нульовiй деформацiї εel = 0 мастило плавиться, коли його тем-
пература перевищує критичне значення Tc0 (1.6).
1.4 Зв’язок мiж швидкiстю зсуву i пружною компонентою деформацiї
Зазвичай в експериментах фiксується не зсувна компонента деформацiї
εel, а вiдносна швидкiсть зсуву поверхонь тертя [4, 5]. Тому для подальшого
дослiдження необхiдно отримати зв’язок мiж цими двома величинами. Скори-
стаємося дебаївським наближенням, згiдно з яким пружна компонента дефор-
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де τε – максвеллiвський час релаксацiї внутрiшнiх напружень. Повна
деформацiя в шарi визначається сумою пружної εel та пластичної εpl компо-
нент [10,29]
ε = εel + εpl. (1.12)






де V – швидкiсть зсуву блока.
Комбiнуючи спiввiдношення (1.11), (1.12) i (1.13), отримаємо кiнетичне
рiвняння для еволюцiї пружної компоненти деформацiї зсуву [18,34,35,38]:
τεε˙el = −εel + V τε
h
. (1.14)
Експерименти з дослiдження межового тертя вказують на те, що час релакса-
цiї пружної деформацiї зазвичай дуже малий. Його можна оцiнити зi спiввiд-
ношення τε ≈ a/c ∼ 10−12 с, де a ∼ 1 нм – стала гратки або мiжмолекулярна
вiдстань, c ∼ 103 м/с – швидкiсть звуку [8]. Однак в межовому режимi час τε
може вiдрiзнятись на декiлька порядкiв [4,5]. Зважаючи на те, що час релакса-
цiї деформацiї τε малий, далi будемо використовувати адiабатичне наближення
τεε˙el ≈ 0 [39], яке дозволяє замiсть (1.14) для визначення деформацiї викори-





У загальному випадку вiльна енергiя (1.1) залежить вiд товщини мастила
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h [26]. Зазначимо, що в рамках нашого представлення другий доданок у ви-
разi (1.1) пропорцiйний квадрату пружної деформацiї ε2el. Згiдно зi спiввiдно-
шенням (1.15) стацiонарна пружна деформацiя збiльшується зi зменшенням
товщини мастила h. Тому для граничного випадку дуже тонкого шару h → 0
деформацiя εel → ∞. При цьому в розкладаннi (1.1) визначальним стає дру-
гий доданок, а стацiонарне значення параметра порядку дорiвнює нулю, отже
мастило рiдиноподiбне, як i в роботi [26]. Детальне вивчення впливу товщини
мастила на режими тертя проводилось в роботах [17,40].
Аналогiчно до випадку з температурою можна видiлити критичнi зна-


















2α(Tc − T )
a
. (1.17)
Вiдмiннiсть вiд випадку з температурою тут полягає в тому, що ширина гiсте-
резису за швидкiстю ∆V = Vc0 − V 0c з ростом температури збiльшуєть-
ся. Швидкiсть i температура по-рiзному впливають на ширину гiстерезису,
оскiльки температура T входить в потенцiал (1.1) в першому степенi, а зсувна
пружна деформацiя εel (вiдповiдно i швидкiсть V ) – в другому.
17
1.5 Сила тертя
Силу тертя визначимо стандартним чином:
F = σA, (1.18)
де σ – зсувне напруження, що виникає в мастилi, A – площа контакту
тертьових поверхонь.
У режимi межового тертя в шарi мастила виникають пружнi σel i в’язкi
(дисипативнi) σv напруження [10, 13, 18]. Як правило, з плавленням пружна
компонента напружень зменшується, а в’язка росте за рахунок збiльшення
вiдносної швидкостi зсуву тертьових поверхонь [13]. Отже, повне напруження
визначається сумою вказаних компонент:
σ = σel + σv. (1.19)






де введено в розгляд ефективну в’язкiсть мастила ηeff , яка залежить вiд
багатьох факторiв та знаходиться експериментально, а також швидкiсть руху
поверхнi V .
Зазвичай при межовому тертi в якостi мастил використовуються полi-
мернi розчини або розплави. Необхiднiсть цього викликана тим, що поверхнi
тертя мають малий розмiр i плiвка мастила не повинна видавлюватися з-пiд
них пiд дiєю великих трибологiчних навантажень. Такi мастила являють со-
бою неньютонiвськi рiдини, в’язкiсть яких залежить не лише вiд температури,
а також вiд градiєнта швидкостi. Однак використання апарату поверхневих
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сил дозволяє дослiджувати поведiнку широкого класу мастил в режимi ме-
жового тертя, оскiльки в цих експериментах тертьовi поверхнi повнiстю за-
нуренi в ємнiсть з дослiджуваною рiдиною, i її видавлювання з-пiд поверхонь
пiд час руху не вiдбувається [23]. Але зазначимо, що навiть звичайна вода в
режимi межового змащування може поводити себе як неньютонiвська рiдина,
оскiльки в процесi руху за рахунок взаємодiї з поверхнями може створювати
просторовi впорядкованi структури. Неньютонiвськi рiдини подiляють на два
класи: псевдопластичнi рiдини, в’язкiсть яких з ростом швидкостi деформацiї
ε˙ зменшується (приклад – полiмернi розчини i розплави) i дiлатантнi рiдини,
в’язкiсть яких з ростом ε˙ збiльшується (приклад – суспензiї твердих части-




Тут введено коефiцiєнт пропорцiйностi k [Па·сγ+1] i безрозмiрний показник
γ (для псевдопластичних рiдин γ < 0, дiлатантнi характеризуються показни-
ком γ > 0, i у випадку ньютонiвських рiдин γ = 0).








Зазначимо, що згiдно з (1.22) в’язкi напруження присутнi як в рiдиноподiбно-
му, так i в твердоподiбному станах мастила. На наявнiсть в’язких (дисипатив-
них) напружень в обох фазах було вказано в експериментальнiй роботi [13].
Проте в твердоподiбному станi мастила в’язкi напруження набувають малого
значення, оскiльки згiдно з (1.22) вони пропорцiйнi швидкостi зсуву V , яка при
цьому мала.










де для врахування напряму дiї сили введено знакову функцiю, яку визна-
чимо наступним чином:
sgn(V ) =
 1, V ≥ 0,−1, V < 0. (1.24)
Перший доданок в (1.23) подає пружну компоненту сили тертя, другий –
в’язку, яка зростає зi швидкiстю. Таким чином, сила тертя залежить вiд швид-
костi руху блока V i пружних напружень σel, якi виникають в мастилi.
1.6 Переривчастий режим тертя
Змiни температури мастила T i деформацiї εel спричиняють змiну пара-
метра порядку ϕ, який задає вiльну енергiю f (1.1) згiдно зi степеневим роз-
кладанням в ряд [27]. Час встановлення нового стацiонарного значення ϕ+,
яке подається виразом (1.6), визначається узагальненою термодинамiчною
силою −∂f/∂ϕ. Якщо ϕ ≈ ϕ+, ця сила мала i процес релаксацiї описується
лiнiйним кiнетичним рiвнянням Ландау-Халатнiкова [43]:
ϕ˙ = −δ ∂f
∂ϕ
, (1.25)
де кiнетичний коефiцiєнт δ характеризує iнерцiйнi властивостi системи.
Пiдставивши до (1.25) енергiю (1.1), отримаємо рiвняння у явному виглядi:
ϕ˙ = −δ (2α(T − Tc)ϕ+ aϕε2el − bϕ2 + cϕ3)+ ξ(t). (1.26)
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В (1.26) введено доданок, який представляє адитивнi флуктуацiї типу бi-
лого шуму з моментами [21,22]
〈ξ(t)〉 = 0; 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (1.27)
деD– це iнтенсивнiсть стохастичного джерела. При використаннi мето-
да Ейлера-Кромера для розв’язку рiвняння (1.26) вiдповiдна iтерацiйна про-
цедура приймає вигляд [20,22]
ϕ2 = ϕ1 − δ
(





Тут ∆t — крок iнтегрування за часом, i введена випадкова величина Wn, яка





−2 ln r1 cos(2pir2), ri ∈ (0, 1], (1.29)
де r1, r2 – псевдовипадковi числа з рiвномiрним розподiлом. Далi iнтен-
сивнiсть флуктуацiй обирається настiльки малою (D = 10−25 с−1 [35]), що
вони суттєво не впливають на поведiнку системи, але їх введення є необхiд-
ним, оскiльки при подальшому числовому розрахунку корiнь рiвняння (1.26)
ϕ = 0, вiдповiдаючий максимуму потенцiалу f(ϕ), тобто нестiйкому стацiо-
нарному стану, згiдно зi структурою рiвняння є стiйким. З введенням ξ(t) в
описанiй ситуацiї система з нестiйкого стану перейде в стiйкий, який вiдповi-
дає мiнiмуму енергiї. Таким чином, флуктуацiї враховуються через особливостi
подальшого числового розрахунку.
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1.7 Схема трибологiчної системи
Оскiльки отримання атомарно-гладких поверхонь великих розмiрiв
пов’язане з суттєвими технологiчними труднощами, для вимiрювання динамiч-
них параметрiв ультратонкої плiвки мастила, що затиснута мiж ними, викори-
стовують поверхнi невеликого розмiру, наклеєнi на сферичнi або цилiндричнi
поверхнi, якi труться мiж собою. Такий принцип використаний при побудовi
апарату поверхневих сил1 [23, 44, 45]. В оглядi [23] описанi два типи SFA –
Mk II i Mk III. В останньому з них покращено систему регулювання вiдстанi
мiж тертьовими поверхнями. Вiн дозволяє визначати форму поверхонь i вiд-
стань мiж ними з точнiстю до 1 A˚. Площа контакту поверхонь вимiрюється iз
точнiстю до ±5%, нормальнi i зсувнi компоненти дiючих сил – до ±1%, вели-
чина прикладеного навантаження – до±5%.
В SFA одна з тертьових поверхонь є нерухомою, а iнша приводить-
ся в перiодичний рух. Пiд час руху вимiрюються зсувнi напруження, ефек-
тивна в’язкiсть мастила, визначається його структура, тощо. В данiй робо-
тi ми будемо розглядати спрощений механiчний аналог SFA, наведений на
рис. 1.2 [46,47]. Тут двi пружини з коефiцiєнтами жорсткостiK зв’язанi з бло-
ком масиM , який знаходиться на роликах, тертям кочення яких в подальшо-
му нехтуємо. На вказаному блоцi знаходиться iнший блок, який приводиться
в перiодичний рух за допомогою зовнiшнiх сил. За наявностi сил взаємодiї мiж
поверхнями двох блокiв рух верхнього призводить до руху нижнього, траєк-
торiя якого суттєво залежить вiд режиму тертя, що встановлюється в систе-
мi. Подiбна трибологiчна система експериментально дослiджувалася в робо-
тах [46, 47]. Зазначимо, що на вiдмiну вiд SFA, обидва блоки є рухомими, що
дозволяє отримувати часовi залежностi координат та швидкостей блокiв, i при
1В англомовнiй термiнологiї surface force apparatus (SFA)
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їх аналiзi визначати реологiчнi та трибологiчнi характеристики системи. Нехай
M
KK
Рисунок 1.2 – Схема трибологiчної системи
X , V = X˙ – координата i швидкiсть верхнього блока, x, v = x˙ – координата
i швидкiсть нижнього. Розглянемо випадок, коли верхнiй блок приводиться в
рух за циклiчним законом
X = Xm cosωt, (1.30)
V = −Xmω sinωt, (1.31)
деXm – амплiтуда, ω – циклiчна частота. Запишемо рiвняння руху ниж-
нього блока у виглядi [46]
Mx¨+ 2Kx− F = 0. (1.32)
Оскiльки в’язкi напруженя пропорцiйнi вiдноснiй швидкостi зсуву по-
верхонь (V − v), то формула (1.23) прийме вигляд:
F =
[
σel + k sgn(V − v)





Динамiчнi характеристики будь-якої трибологiчної системи визнача-
ються її властивостями в цiлому. Наприклад, в ситуацiї, що показана на



































Рисунок 1.3 – Залежностi координат X , x, швидкостей V , v, пружних напружень σel (1.2) i
сили тертя F (1.33) вiд часу t при параметрах рис. 1.1 i h = 10−9 м, τε = 10−8 с, γ = −2/3,
A = 0.6 · 10−9 м2, k = 5 · 104 Па·c1/3, δ = 100 Дж−1·м3/c, T = 200 K, Xm = 0.8 · 10−6 м,
ω = 10 рад/с, M = 0.4 кг, K = 3000 Н/м. Штриховими лiнiями показано координату X(t) i
швидкiсть V (t) верхнього блока, суцiльними – координату x(t) i швидкiсть v(t) нижнього
жини K i маси нижнього блока M . На вiдмiну вiд руху зi сталими пружними
деформацiями, у такiй трибологiчнiй системi в процесi тертя можлива реалiза-
цiя переривчастого (stick-slip) режиму руху [4,5,7,11]. Вказаний режим вста-
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новлюється за рахунок того, що мастило в процесi руху перiодично плавиться
i твердне, що призводить до осцилюючого характеру сили тертя F . Для ро-
зрахунку часової еволюцiї будемо чисельно розв’язувати систему кiнетичних
рiвнянь (1.32), (1.26), визначаючи силу тертя F iз (1.33), (1.24), пружнi напру-
ження σel – згiдно з (1.2), а значення деформацiї εel – зi спiввiдношення (1.15).
Також при цьому необхiдно враховувати зв’язок x˙ = v i визначення (1.30),
(1.31). Далi при числовому розв’язаннi диференцiальних рiвнянь обирається





















Рисунок 1.4 – Залежностi вiдносного змiщення (X − x) i вiдносної швидкостi (V − v) блокiв
вiд часу t, що вiдповiдають параметрам рис. 1.3
Результат розв’язку вказаних рiвнянь показаний на рис. 1.3. На верхнiй
панелi рисунка штриховою лiнiєю показана залежнiсть координати верхньо-
го блока X(t) (1.30), а суцiльною – координата нижнього x(t), яка має бiльш
складну залежнiсть. Також на рисунку показанi залежностi швидкостей блокiв
вiд часу, пружнi напруження зсуву σel (1.2), якi виникають в мастилi, i повна
сила тертя F (1.33). Розглянемо цi залежностi бiльш детально. В початковий
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момент часу t = 0 блоки нерухомi, а мастило твердоподiбне, оскiльки залеж-
ностi побудованi при температурi мастила T , яка менша за критичну T 0c (1.7),
а в станi спокою εel = 0. При t > 0 верхнiй блок починає рух, i його швидкiсть
при цьому збiльшується згiдно з (1.31). Оскiльки мастило твердоподiбне, си-
ла тертя F має в’язку i пружну компоненти, i нижнiй блок рухається разом з
верхнiм, але пiд час його руху збiльшується абсолютне значення пружної си-
ли Kx, яка перешкоджає руху нижнього блока, i тому швидкiсть v росте не
так стрiмко, як V . При цьому iз часом збiльшується вiдносна швидкiсть зсуву
поверхонь блокiв (V − v), i вiдповiдно до (1.15) росте значення пружної де-
формацiї εel. З часом настає момент, коли виконується умова εel > εel,c0 (1.9), i
мастило при цьому плавиться за механiзмом “зсувного плавлення”. При цьо-
му сила тертя суттєво зменшується, оскiльки напруження стають нульовими,
тому нижнiй блок проковзує на значну вiдстань за рахунок пружної сили, що
створюється стиснутою i розтягнутою пружинами. Тому вiдносна швидкiсть
зсуву зменшується, i при виконаннi умови εel < ε0el,c (1.10) мастило знову на-
буває твердоподiбної структури. Розглянутий процес перiодичний у часi.
На рис. 1.4 додатково наведенi часовi залежностi вiдносного змiщення
блокiв i їх вiдносної швидкостi. Тут в моменти часу, коли вiдбувається “прили-
пання” поверхонь, вiдносне змiщення (X−x) залишається сталим, а вiдносна
швидкiсть зсуву (V − v) близька до нульового значення (при цьому на рис. 1.3
залежностi V (t) i v(t) вiзуально спiвпадають). Таким чином, реалiзується пе-
рiодичний переривчастий режим руху (stick-slip), який також характерний для
сухого тертя без мастила [1, 2, 48]. При обраних параметрах за один повний
перiод блоки 4 рази “прилипають” один до одного – по 2 рази пiд час руху в
кожному з напрямкiв, причому отриманi залежностi симетричнi вiдносно на-





При побудовi моделi в рамках термодинамiчної теорiї фазових переходiв
Ландау [27] спочатку необхiдно обрати параметр, значення якого будуть ха-
рактеризувати розглядуванi фази. Цей параметр називається параметром по-
рядку i описує змiни симетрiї стану в точцi фазового переходу. При фазових
переходах першого роду параметр порядку змiнюється стрибкоподiбно, при
фазових переходах другого роду – неперервно. Однак симетрiя стану в точцi
фазового переходу в обох випадках змiнюється стрибком. З ростом параметра
порядку фаза стає бiльш впорядкованою, симетрiя при цьому знижується.
Плавлення тонкої плiвки мастила на вiдмiну вiд об’ємних тiл може вiд-
буватись за сценарiєм фазового переходу другого роду [10]. Однак iснує певна
проблема при описi стану тонких плiвок мастил, так як такi плiвки пiддаються
бiльше, нiж одному типу переходу [4], i їх стани не являються дiйсними термо-
динамiчними фазами, а iнтерпретуються як кiнетичнi режими тертя [17]. Тому
говорять не про тверду i рiдку, а про твердоподiбну i рiдиноподiбну фази. Про
плавлення таких мастил судять зi збiльшення їх об’єму [49] i коефiцiєнта ди-
фузiї [49–51]. Оскiльки експериментально спостережуваною величиною з цих
двох являється об’єм, для опису стану мастила введемо параметр, додатко-
вий до параметра порядку (параметр безладу) f , який має фiзичний змiст над-
лишкового об’єму, що виникає за рахунок хаотизацiї (аморфiзацiї) структури
твердого тiла в процесi плавлення. На вiдмiну вiд параметра порядку, що за-
звичай використовується для опису процесiв переходу ”тверде тiло – рiдина“,
цей параметр зростає зi збiльшенням загальної внутрiшньої енергiї при тако-
му преходi. Надлишковий об’єм приймає нульове значення при абсолютному
нулi, коли всi атоми системи щiльно упакованi i перебувають у спокої. При ре-
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альних ненульових температурах вiн має вiдмiнне вiд нуля значення як в твер-
дому, так i в рiдкому станi. Однак, в рiдкому станi вiн матиме велике значення.
Введемо два значення цього параметра: при f > fliq мастило рiдкоподiбне, а
коли f < fsol, воно твердне, симетрiя стану при цьому знижується.
Тепер, згiдно з загальною процедурою, необхiдно записати розвинення
енергiї за незалежними параметрами задачi. Внутрiня енергiя для моделi, у
якiй одночасно врахованi як вклади вiд великих зсувних деформацiй εeij, так
i за ентропiєю s, має вигляд [52]:






































































Пружнi напруження враховуються з точнiстю до квадратних вкладiв через






пiдсумовування за iндексом, що повторюється. При цьому перший iнварiант






3, а другий визначається
виразом [53]
(εeij)
2 ≡ (εell)2−2I2 = (εe1 +εe2 +εe3)2−2(εe1εe2 +εe1εe3 +εe2εe3) = (εe1)2 +(εe2)2 +(εe3)2.
(2.5)
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Данi визначення iнварiантiв припускають, що симетричний тензор εeij пружних
деформацiй приведений до дiагонального вигляду.
Також тут введена нова базова величина – нерiвноважна ентропiя s˜, що
описує частину теплового руху, яка обумовлена нерiвноважним i нерiвномiр-
ним характером теплового розподiлу. Саме ця частина ентропiї еволюцiонує в
процесi зовншньої дiї, прямуючи до деякого стацiонарного значння. Рiвноваж-
на ентропiя не еволюцiонує в звичайному розумiннi, але змiнюється з часом за
захунок релаксацiї нерiвноважної ентропiї i переходу останньої в рiвноважну
пiдсистему.
В першому рядку виразу (2.1) врахованi всi рiвноважнi змiннi в квадра-
тичному наближеннi. Другий рядок мiстить доданки, що залежать вiд нерiв-
новажної ентропiї, параметра надлишкового об’єму i рiвноважних параметрiв.
Непарнi степенi нерiвноважних змiнних додатнi, парнi – вiд’ємнi, всi знаки в
розшифровуваннях коефiцiєнтiв додатнi.
Запишемо тепер вiдповiдне еволюцiйне рiвняння для нерiвноважних па-





де τXi – час релаксацiї. Варто вiдмiтити, що в цьому вiдношеннi вра-
ховуються i перехреснi члени, якi виходять iз розвинення внутрiшньої енергiї
в степеневий ряд за всiма параметрами задачi (2.1)-(2.4). При цьому, коефi-
цiєнти розвинення разом з загальним часом релаксацiї, що входить до (2.6),
дадуть рiзнi кiнетичнi коефiцiєнти по кожному виду нерiвноважного потоку.
При опису за допомогою рiвнянь (2.6) система прямує не до мiнiмуму
внутрiшньої енергiї, а до її максимуму, що вiдповiдає сильно нерiвноважним
процесам, що вiдбуваються у вiдкритих системах при накачуваннi в них енер-
гiї. Ця властивiсть внутрiшньої енергiї аналогiчна властивостi синергетичного
потенцiалу, що був введений ранiше для сильно нерiвноважних процесiв [54]. В
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нашому випадку накачування енергрiї вiдбувається за рахунок деформування





= c∇2f + ϕ0 − ϕ1f −m1s˜, (2.7)




= t0 − t1s˜−m1f, (2.8)
де доданок зi знаком ”+“ описує прирiст нерiвноважної ентропiї за раху-
нок зовнiшнiх джерел енергiї (робота), зi знаком ”-“ – її перехiд в рiвноважну
пiдсистему.
Тепер необхiдно записати рiвняння еволюцiї для рiвноважної ентропiї.
Воно вiдрiзнятиметься вiд звичайної форми (2.6), оскiльки змiна рiвноважної
ентропiх вiдбувається за рахунок переходу нерiвноважної її форми в рiвно-
важну. Зменшення нерiвноважної ентропiї враховується вiд’ємним доданком в
еволюцiйному рiвняннi (2.8), значить цi ж доданки повиннi враховувати при-





= t1s˜+m1f + τsL, (2.9)
де L – зменшення рiвноважної ентропiї за рахунок теплопровiдностi.
Пов’язана з L кiлькiсть тепла йде в простiр, що оточує мастило, зокрема, до
поверхонь, якi виступають в якостi термостату. Так як зменшення нерiвноваж-
ної ентропiї i її перехiд в рiвноважну пiдсистему– це один i той же процес, часи
релаксацiї в виразах (2.8) i (2.9) рiвнi. При цьому нерiвноважна ентропiя змен-
шується зi швидкiстю, рiвнiй швидкостi її переходу в рiвноважну пiдсистему.
За знайденим значенням рiвноважної ентропiї легко визначити поточну
температуру мастила. Згiдно з виразом для внутрiшньої енергiї, буде справед-
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ливим рiвняння стану у виглядi:
∂u
∂s
≡ T = 2αs+ αts˜+ αϕf + βεeii. (2.10)
Знайдемо аналiтичний вираз для доданка L в рiвняннi (2.9). У випадку неод-
норiдного нагрiвання середовища рiвняння теплопровiдностi представляють





де коефiцiєнт теплопровiдностi κ приймається сталим. Припускаючи,
що шар мастила i атомарно-гладкi поверхнi мають рiзнi температури T i Te
вiдповiдно, для нормальної складової ∇2z з достатньою точнiстю можна ви-
користати наближення κ∇2zT ≈ (κ/h2)(Te − T ), де h – товщина мастила. З















де величина h2/κ грає роль часу релаксацiї, протягом якого вiдбувається
вирiвнювання температур за товщиною мастила за рахунок звичайної теплов-
провiдностi. Прийнявши в (2.9) L = ∂s/∂t iз (2.12), отримаємо кiнцевий вираз



















де T задається виразом (2.10). Згiдно з (2.1), пружнi напруження визна-
чаються як σeij ≡ ∂u/∂εeij:


























f − (eδij + µ˜εeij) f 2 − (X3δij + 2X6εeij) s˜f. (2.14)
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Вираз (2.14) можна представити у виглядi ефективного закону Гука





з ефективним пружним параметром
µeff = µ+X
(0)
6 s˜+ µ¯f −
1
2
µ˜f 2 −X6s˜f. (2.16)
Сталi µeff i λ – це коефiцiєнти Ламе [55]. В (2.15) також з’являється доданок,
що не залежить вiд деформацiї








2 + gf − ef 2 −X3s˜f. (2.17)

















де n, τ – нормальна i дотична компоненти напружень, що дiють на ма-
стило зi сторони тертьових поверхонь2. Спiввiдношення (2.18) i (2.19) пред-
ставляють звичайний зв’язок мiж компонентами тензорiв i їх iнварiантами
лiнiйної теорiї пружностi (див., наприклад, [53]). Тут iз напружень n вiднято
внесок σv, що не пов’язаний з деформацiями. Скористаємось дебаєвським на-













2Зсувне напруження τ визначається з виразу (2.15) при i 6= j, тобто δij = 0.
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Ця деформацiя задає швидкiсть руху верхнього блока V вiдповiдно до зв’язку
V = hε˙ij ≡ h(ε˙eij + ε˙plij). (2.22)
Час релаксацiї деформацiї в (2.20) залежить вiд стану мастила:
τε = K(γ0 − γ1f), (2.23)
де введенi сталi γ0, γ1 i коефiцiєнтK. Для твердоподiбного стану мастила
K = Ksol.
Згiдно з останнiм виразом, в твердоподiбному станi τε велике, i тому εeij
також велике. Для рiдиноподiбного стану τε зменшується, i εeij також змен-








Експериментальнi данi однозначно пiдтверджують, що в рiдиноподiбному
станi пружнi деформацiї релаксують дуже швидко [4], тобто час релаксацiї для
рiдиноподiбного стану буде суттєво меншим. Формула (2.23) при K = Ksol
уже несе в собi тенденцiю зменшення часу релаксацiї з плавленням (при збiль-
шеннi f ), але така залежнiсть справедлива лише для твердоподiбного стану i
поблизу точки переходу [10]. Тому для рiдиноподiбного мастила варто вважати
K = Kliq < Ksol.
Вiдомо, що плавлення мастила в бiльшостi випадкiв має гiстерезисний
характер [7, 12, 13, 23]. Для теоретичного опису гiстерезисних явищ було роз-
роблено ряд робiт, зокрема, в рамках моделi Лоренца [8,24]. В даному випадку
для врахування вказаних явищ варто видiлити два характерних значення вiль-
ного об’єму: при f > fliq мастило рiдиноподiбне, а коли f < fsol, воно твердне.
Отримаємо тепер вирази для сили тертя, яка вимiрюється в експери-
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ментах [4]. В мастилi, окрiм пружних σeij, виникають також i в’язкi σ
visc
ij напру-






Повна сила тертя визначається стандартним чином:
F = σijA, (2.26)






де ηeff – ефективна в’язкiсть, яка визначається лише експерименталь-
но, i в межовому режимi
ηeff ∼ (ε˙ij)γ , (2.28)
причому для бiльшостi систем γ = 2/3. З урахуванням (2.22), (2.28) вираз для
















де σeij задається формулою (2.15) при i 6= j. Згiдно з (2.30), при ма-
лих швидкостях зсуву мастило твердоподiбне, i значення σeij велике. При цому
сила тертя приймає найбiльше значення, i реалiзується сухе тертя. При пiдви-
щеннi швидкостi вiдбувається переривчастий режим, коли мастило перiодично
плавиться i твердне, вiдповiдно сила тертя перiодично змiнюється за рахунок
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змiни пружних напружень. При подальшому пiдвищеннi швидкостi мастило
плавиться, i пружнi зсувнi напруження суттєво зменшуються. З подальшим
збiльшенням швидкостi значення F росте за рахунок в’язкої компоненти сили
тертя, так як вона стає визначальною. Таким чином, сила тертя має найменше
значення при швидкостi V = Vc, при якому зникає stick − slip режим, i ма-
стило стає рiдиноподiбним. Далi в роботi розглядається дiапазон швидкостей
менше або трiшки бiльше критичної, на якому визначальною являється пруж-
на складова сили тертя, що дозволяє судити про її еволюцiю в часi за часовими
залежностями пружних зсувних напружень.
2.2 Вплив швидкостi i плавлення зсувом
Ультратонкi плiвки мастила ведуть себе вiдмiнним вiд об’ємних тiл чи-
ном, тому при їх описi не можна використовувати стандартний формалiзм,
оскiльки з’являється ряд принципово нових ефектiв, якi необхiдно врахову-
вати. Одним iз них є переривчастий рух (stick− slip) [4,17], схематично пока-









состояниеРисунок 2.1 – Схематична реалiзацiя переривчастого (stick − slip) режиму тертя [4]
Спочатку мастило твердоподiбне (stick), потiм при перевищеннi деякого
критичного значення пружних зсувних напружень σeij, воно рiзко переходить
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в рiдиноподiбну фазу (slip) за рахунок розупорядкування. При цьому верхня
поверхня трохи пiднiмається, так як вiдбувається змiна об’єму мастила. В рi-
диноподiбному станi вiдразу вiдбувається релаксацiя σeij, i мастило за рахунок
стиснення стiнок пiд дiєю навантаження знову твердне (stick). Даний процес
являється перiодичним. Однiєю з основних вiдмiнностей поведiнки об’ємних
мастил в цьому механiзмi полягає в тому, що дiя зсувних напружень σeij при-
водить не лише до зсуву, але i до збiльшення об’єму мастила. Цей факт узгод-
жується з результатами, отриманими за допомогою методiв молекулярної ди-
намiки [49], i може бути вiдображеним за допомогою модифiкованого спiввiд-
ношення (2.18) наступним чином:
εeii =
n− σv + σeijεaij
λ+ µeff
. (2.31)
Тут введена безрозмiрна тензорна стала εaij, котра задає степiнь дiлатацiї (роз-
ширення маслила при зсувi пiд дiєю σeij). При цьому варто також враховувати,
що дiя зсувних напружень приводить до росту товщини мастила h. Вiдносне











деA – площа контакту. Прийнявши вклад у вiдносне збiльшення об’єму
з (2.31) за рахунок зсувних напружень i останнiй вираз, отримаємо змiну тов-







В подальших розрахунках товщину h в (2.24) варто замiнювати виразом h+δh.
Тепер модель являється повною, так як разом iз термодинамiчним плавленням
враховує i плавлення зсувом. Далi, в рамках даної роботи, для спрощення роз-
3Фiзичний змiст першого iнварiанту (2.31) – вiдносне збiльшення об’єму δV/V0, де δV – змiна об’єму, а V0 –
початковий об’єм до деформування.
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глядається однорiдний варiант, i в спiввiдношеннях (2.7), (2.13) вважається
∇2 ≡ 0.
Результат спiльного чисельного розв’язку рiвнянь (2.7), (2.8), (2.13),
(2.24) показаний на рисунку 2.2.
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Рисунок 2.2 – Часовi задежностi надлишкового об’єму f i зсувних напружень σeij при па-
раметрах σ0 = 0.1 Па, λ = 200 Па, µ = 108 Па, α = 4.1 Дж−1·м3·К2, β = 2.2 К, X03 =
2.02 К, X06 = 4 · 106 К, X04 = 50 Дж−1·м3·К2, g = 0.1 Па, µ¯ = 4 · 105 Па, ϕ∗1 = 500 Дж·м−3, e =
10.8 Па, µ˜ = 24 Па,m∗1 = 3 К, X3 = 1.12 К, X6 = 4040 К, τf = 1 Дж·м−3·с, τs =
0.1 Дж−1·м3·с·К2, κ = 10−11 Вт·м−1·К−1, αt = 0.2 Дж−1·м3·К2, αϕ = 0.2 К, h = 10−9 м, Te =
300 К, εaij = 1, n = −105 Па, γ0 = 0.0025 с, γ1 = 0.005 с, Ksol = 1, Kliq = 0.07, fsol = 0.04, fliq =
0.05, t∗0 = ϕ
∗
0 = 0. Значення швидкостей зсуву V0 = 0 м/c, V1 = 2 нм/c, V2 = 4 нм/c,
V3 = 21 нм/c, V4 = 22 нм/c
При нульовiй швидкостi зсувнi напруження рiвнi нулю, надлишковий
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об’єм f зменшується, мастило при цьому поступово твердне за рахунок стис-
нення стiнок. Коли система починає рух (V1 6= 0), мастило починає плавитись
пiд дiєю зростаючих напружень σeij, i вiльний об’єм при цьому росте. Коли f
досягає значення f = fliq, мастило плавиться повнiстю, i оскiльки час релак-
сацiї в (2.24) стає значно меншим, напруження починають релаксувати. Ма-
стило при цьому знову починає тверднути, так як в розплавленому станi його
пiдтримують пружнi напруження. Коли воно твердне повнiстю (f = fsol), за
рахунок збiльшення часу релаксацiї в (2.24) параметр f знову збiльшується,
доки не досягне значення fliq, i процес повторюється знову. Згiдно зi сказа-
ним, встановлюєть перiодичний переривчастий (stick − slip) режим плавлен-
ня/тверднення. Варто вiдмiтити, що при V = V1 вiльний об’єм при перевищен-
нi значення fliq вiдразу починає зменшуватись, а при твердненнi i досягненнi
f = fsol ще деякий час зменшується, а вже потiм збiльшується. Це пов’язано
з тим, що для збiльшення f потрiбно деяке мiнiмальне значення напружень,
а так як швидкiсть мала, це значення, згiдно з (2.24), змiнюються повiльно.
Тому пiсля тверднення надлишковий об’єм може зменшуватись, доки не буде
досягнуто вiдповiдне значення напружень. При пiдвищеня швидкостi до зна-
чення V = V2 частота пiкiв stick − slip збiльшується за рахунок того, що при
цiй швидкостi в системi швидше збiльшуються напруження. Вiдповiдно ма-
стило швидше плавиться, i за один i той же промiжок часу система встигає
здiйснити бiльшу кiлькiсть переходiв плавлення–тверднення. З iще бiльшим
збiльшенням швидкостi V = V3 частота пiкiв знову зменшується. Це вiдбу-
вається за рахунок того, що при великих швидкостях в рiвняннi (2.24) напру-
ження релаксують до бiльшого стацiонарного значення, при якому мастило
повiльнiше твердне. При цьому на залежностi σeij(t) проглядаються довгi кiне-
тичнi дiлянки σeij = const. В цьому режимi при перевиденнi f > fliq надлишко-
вий вiльний об’ємще деякий час збiльшується, а потiм починає зменшуватись.
При подальшому зростаннi швидкостi зсуву V = V4 переривчастий режим
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зникає, i встановлюється кiнетичний режим тертя рiдиноподiбного мастила зi
значенням сили тертя Fk. Це вiдбувається тому, що з пiдвищенням швидко-
стi бiльше критичної V > Vc в мастилi виникають напруження σeij, достатнi
для забезпечення значення f > fsol, при якому мастило не може затвердну-
ти. Вiдмiтимо, що з пiдвищенням швидкостi на залежностi σeij(t) збiльшують-
ся значення напружень, що вiдповiдають кiнетичному режиму тертя з силою
тертя Fk. Цей факт погоджується з запропонованою ранiше механiстичною
моделлю [19]. Таким чином, при збiльшеннi швидкостi спочатку частота пiкiв
stick−slip збiльшується, потiм зменшується за рахунок появи довгих кiнетич-
них дiлянок, а при перевищеннi критичного значення швикостi V > Vc режим
stick−slip зникає. Описана поведiнка добре погоджується з експерименталь-














Рисунок 2.3 – Часова еволюцiя сили тертя F для шару гексадекану при температурi 290 K,
(T < Tc) зi збiльшенням швидкостi ковзання V . Вище значення критичної швидкостi Vc ≈ 400
нм/c настає кiнетичний режим ковзання [4]
2.3 Вплив температури
Ультратонкi плiвки мастила плавляться не лише за рахунок зсувного
плавлення при пiдвищеннi швидкостi, але i звичайним чином при пiдвищен-
нi температури. Дослiдимо вплив температури на розглядувану систему. Для
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цього отримаємо ачасовi залежностi для надлишкового об’єму i напружень,
подiбнi зображеним на рисунку 2.2. Значення швидкостi зсуву V при цьому
вважаємо сталими, а збiльшуватимемо температуру зсовуваних поверхонь Te.
Вказанi залежностi приведенi на рисунку 2.4.
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Рисунок 2.4 – Часовi залежностi надлишкового вiльного об’єму f i зсувних напружень σeij
при параметрах рис. 2.2 i швидкостi зсуву V = 27 нм/c. Значення температур поверхонь тертя
Te0 = 50 К, Te1 = 230 К, Te2 = 400 К, Te3 = 490 К, Te4 = 550 К
Iз рисунка видно, що при малих температурах поверхонь тертя Te = Te0
частота stick − slip переходiв велика, i кiнетична дiлянка на залежностi σeij(t)
не проглядається. Це говорить про те, що мастило вiдразу починає твердну-
ти. Зi збiльшенням температури (Te = Te1) частота пiкiв стає меншою, як i
їх висота. Частота стає меншою за рахунок появи кiнетичної дiлянки, тобто
мастило тепер твердне повiльнiше. Зменшення висоти пiкiв говорить про зни-
ження статичної сили тертя Fs. З iще бiльшим пiдвищенням Te = Te2 кiне-
тична дiлянка σeij = const стає бiльш вираженою, тобто мастило iснує деякий
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час в розплавленому станi при сталих напруженнях, якi вже здатнi цей стан
пiдтримувати. Однак, за рахунок дисипацiї надлишковий об’єм зменшується,
мастило все ж таки твердне, i реалiзується stick − slip режим. При Te = Te3
кiнетична дiлянка стає визначальною, так як тут мастило бiльшу частину часу
перебуває в рiдиноподiбному станi. I, нарештi, при Te = Te4 мастило остаточно
плавиться, i настає кiнетичний режим. Важливо вiдмiтити, що при збiльшеннi
температури на всьому дiапазонi зберiгається тенденцiя зменшення Fs.
2.4 Вплив навантаження
Експерименти з межового тертя проводяться при рiзних величинах на-
вантеження на поверхнi тертя, i встановлено, що зовнiшнiй тиск також впли-
ває на систему критичним чином [4]. На рисунку 2.5 показанi часовi залежно-
стi напружень при сталих значеннях температури системи i швидкостi зсуву,
але при пiдвищеннi зовнiшнього навантаження n.
На рис. 2.5,а значення температури обрано таким чином, що Te < Tc,
i реалiзується stick − slip режим. Видно, що з ростом навантаження сила
тертя збiльшується, так як росте значення σeij, що вiдповiдає статичному тер-
тю. Якщо пiдвищити температуру до значення Te > Tc (рис. 2.5,б), то режим
stick − slip зникає, i з часом встановлюється кiнетичний режим, де з ростом
тиску сила тертя також росте. Описанi особливостi якiсно збiгаються з екс-
периментальними залежностями, отриманими в роботi [4]. Однак вплив тиску
не такий однозначний. Зокрема, збiльшення навантаження може привести до
видавлювання мастила i, як наслiдок, до зменшення кiлькостi молекулярних
шарiв мiж поверхнями тертя. Це приведе до змiни параметрiв теорiї i до вста-
новлення другого режиму тертя [50]. Тому для повного врахування впливу зов-
нiшнього тиску варто проводити додатковий аналiз, котрий виходить за рамки
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Рисунок 2.5–Часовi залежностi зсувних напружень σeij при параметрах рис. 2.2, V = 18 нм/c
i значеннях зовнiшнього нормального тиску n0 = −0.05 МПа, n1 = −0.1 МПа, n2 =
−0.2 МПа, n3 = −0.3 МПа, n4 = −0.4 МПа: а – Te = 200 К; б – Te = 600 К
даної роботи.
2.5 Вiльна енергiя
Запишемо розкладання для густини вiльної енергiї з урахуванням вне-
скiв вiд пружних компонент зсувних деформацiй εeij та ентропiї s у виглядi [18]
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з ефективними пружними параметрами4
µeff = µ− µ¯f, (2.38)
λeff = λ− λ¯f, (2.39)
якi зменшуються з плавленням при зростаннi параметра f .
Запишемо еволюцiйне рiвняння для нерiвноважного параметра f у
виглядi рiвняння Ландау-Халатнiкова
τf f˙ = −∂Φ
∂f
, (2.40)











де поява останнього доданку пов’язана з тим, що iнварiанти (2.18) i
(2.19) залежать вiд величини надлишкового об’єму f . У [18] цим доданком
нехтували, однак його врахування важливе, оскiльки здатне описати вплив
зовнiшнього тиску на процес плавлення.
4При f > µ/µ¯ слiд вважати µeff = 0, а коли f > λ/λ¯, необхiдно приймати λeff = 0.
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Температура мастила визначається через вiльну енергiю системи
T = −∂Φ
∂s
= 2αs+ αϕf. (2.42)
Таким чином, ентропiя є функцiєю температури i надлишкового об’єму. При
цьому вiльна енергiя (2.34) також є функцiєю температури та об’єму.
Деформацiя задає швидкiсть руху верхнього блоку Vij згiдно з наступ-
ним зв’язком [37]:













Далi, в рамках цiєї роботи, для спрощення розглядається однорiдна система, i
в спiввiдношеннях (2.34), (2.41), (2.12) вважається∇ ≡ 0.
2.6 Сила тертя
Система кiнетичних рiвнянь (2.41), (2.12), (2.44) з урахуванням визна-
чень (2.35), (2.37) – (2.39), (2.42) є замкненою i може бути використана для
дослiдження кiнетики процесу плавлення. У даному роздiлi розглянемо ста-
цiонарнi режими тертя. Вiдповiдно до рiвнянь (2.12) i (2.44) з часом встанов-
люються стацiонарнi значення температури мастила T0 i пружної компоненти
зсувної деформацiї εeij0:







Для знаходження стацiонарних станiв всiх величин необхiдно чисельно
розв’язати еволюцiйне рiвняння (2.41), використовуючи (2.35), (2.37) – (2.39)
i визначаючи поточну ентропiю з (2.42) при T = Te, а значення деформацiї з
(2.45).
Проаналiзуємо вплив на силу тертя температури мастила i швидкостi
зсуву.









де σeij задається формулою (2.37) при i 6= j.
В експериментах у якостi поверхонь тертя зазвичай використовуються
атомарно-гладкi поверхнi слюди, а в ролi мастила – квазiсферичнi молекули
октаметiлциклотетрасiлоксана (ОМЦТС) i лiнiйнi ланцюговi молекули тетра-
декана, або гексадекана [4,23]. Вказанi експерименти проводяться за наступ-
них умов: товщина мастила h ∼ 10−9 м, площа контакту A ∼ 3 · 10−9 м2, на-
вантаження на верхню поверхню тертя L = (2 ÷ 60) · 10−3 Н, що вiдповiдає
нормальним напруженням n = −L/A = −(6.67÷200) ·105 Па. Сила тертя при
цьому складає F ∼ (2÷ 40) · 10−3 Н. В межах зазначених експериментальних
робiт виявлено, що мастило плавиться при перевищеннi критичного значення
температури Te > Tс0 ∼ 300 К або при швидкостi зсуву V > Vc ∼ 400 нм/с.
Цi значення можуть iстотно змiнюватися залежно вiд типу мастила i геометрiї
експерименту.
У данiй моделi, вiдповiдно до експериментальних даних, обираються
наступнi значення констант теорiї [18]: Φ∗0 = 20 Дж/м
3, λ = 2 · 1011 Па,
λ¯ = 108 Па, µ = 4.1 · 1011 Па, µ¯ = 4 · 1011 Па, ϕ∗0 = 5 Дж/м3, ϕ1 = 1100 Дж/м3,
ϕ2 = 2700 Дж/м3, ϕ3 = 2070 Дж/м3, α = 0.055 К2·м3/Дж, αϕ = 0.05 К,
5Тут введено знакову функцiю sgn(x) i абсолютне значення швидкостi зсуву |Vij |, оскiльки вона може прий-
мати також i вiд’ємнi значення.
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h = 10−9 м, τf = 1 Па·с, τε = 10−8 с. Зазначимо, що час релаксацiї надлиш-
кового об’єму τf має розмiрнiсть в’язкостi. Фактично це означає, що iз зрос-
танням ефективної в’язкостi мастила час встановлення стацiонарного режиму
тертя збiльшується.
































Рисунок 2.6 – Залежнiсть стацiонарного значення повної сили тертя Fij (мН) (2.30) вiд тем-
ператури поверхонь тертя Te (К) i швидкостi зсуву Vij (нм/с) при γ = 2/3, A = 3 · 10−9 м2, n =
−7 · 105 Па: а – кривi 1–4 вiдповiдають постiйним значенням швидкостi зсуву Vij=150 нм/с,
800 нм/с, 1100 нм/с, 1400 нм/с; б – кривi 1–4 вiдповiдають фiксованим значенням темпера-
тури Te = 200 К, 245 К, 279 К, 310 К
що iз пiдвищенням температури сила тертя зменшується. Розглянемо деталь-
нiше криву 2. Спершу при пiдвищеннi температури надлишковий об’єм моно-
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тонно зростає. При цьому ефективний модуль зсуву 2µeff (2.38) зменшується,
що приводить до зниження значення пружної компоненти зсувних напружень
(2.37) i, вiдповiдно, до зменшення значення сили тертя (2.46). При переви-
щеннi температурою критичного значення Te > Tc0, величина надлишкового
об’єму f стрибкоподiбно збiльшується i мастило плавиться, що приводить до
рiзкого зниження повної сили тертя. З подальшим пониженням температури
мастило твердне тепер уже при її меншому значеннi Te = T 0c . При цьому за-
лежнiсть має гiстерезисний характер, що вiдповiдає фазовим переходам пер-
шого роду. Згiдно з рисунком 2.6,а з пiдвищенням швидкостi зсуву мастило
плавиться при меншому значеннi температури. При швидкостi вищiй за деяке
критичне значення мастило незалежно вiд температури завжди рiдиноподiбне
(крива 4), i сила тертя зменшується разом з температурою за рахунок змен-
шення модуля зсуву (розрiдження мастила).
Таким чином, при малих температурах (Te < T 0c ) реалiзується один мiнi-
мум потенцiалу Φ(f), який вiдповiдає стацiонарному стану з малим значенням
f (твердоподiбне мастило). В областi температур T 0c < Te < Tc0 спiвiснують
два мiнiмуми Φ(f). Проте система не може перейти у стан, що вiдповiдає дру-
гому мiнiмуму, оскiльки цi мiнiмуми роздiляє максимум енергiї. При подальшо-
му збiльшеннi температури Te > Tc0 розмежовуючий максимум зникає, i ма-
стило за механiзмом фазового перетворення першого роду переходить в стан,
що вiдповiдає єдиному мiнiмуму при великому значеннi f , тобто плавиться.
Якщо пiсля цього знижувати температуру, то з появою першого мiнiмуму си-
стема знову не зможе перейти у вiдповiдаючий йому стан iз-за наявностi роз-
межовуючого максимуму. З його зникненням при Te = T 0c мастило стрибко-
подiбно твердне.
Рис. 2.6,б демонструє дещо iншу поведiнку. Тут, згiдно з (2.46), за ма-
лих швидкостей зсуву мастило твердоподiбне, i вiдповiдне значення σeij вели-
ке. Пiдвищення швидкостi в такому режимi приводить до зростання обох ком-
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понент сили тертя (2.46) i тому вона швидко збiльшується. При подальшому
пiдвищеннi швидкостi мастило плавиться i пружне зсувне напруження (2.37)
iстотно зменшується, що, в свою чергу, приводить до рiзкого зниження пов-
ної сили тертя. З подальшим збiльшенням швидкостi значення Fij зростає за
рахунок обох компонент сили тертя, якi ростуть iз швидкiстю зсуву. Згiдно з
кривою 4 в рiдиноподiбному станi сила тертя (2.46) також зростає за раху-
нок збiльшення швидкостi. Тобто реалiзується ситуацiя, схожа з поведiнкою
системи при пiдвищеннi температури (рис. 2.6,а), з тiєю вiдмiннiстю, що у разi
зсувного плавлення iз збiльшенням температури поверхонь тертя зростає пло-
ща фiгури, яку обмежує гiстерезис. З пiдвищенням температури мастило пла-
виться при менших швидкостях зсуву. Зазначимо, що результати, якi подано
на рис. 2.6,б, якiсно збiгаються з новою картою тертя для межового режиму,
запропонованою в роботi [37] в результатi узагальнення експериментальних
даних. Залежностi сили тертя вiд температури, типу поданих на рис. 2.6,а, в
даний час експериментально не вимiрюються.
2.7 Переривчастий режим
Поданi на рис. 2.6 залежностi отримано за фiксованої швидкостi зсуву
верхньої поверхнi тертя. Проте динамiчнi характеристики трибологiчної систе-
ми визначаються не тiльки силою тертя, наведеною на вказаному рисунку, а
також i властивостями системи в цiлому. Зокрема, згiдно з експериментами, в
областi гiстерезису залежностi на рис. 2.6 можлива реалiзацiя переривчастого
режиму тертя (stick− slip) [4,7,16,19,23,37,49,50], з’ясуванню особливостей
якого присвячено цю роботу. Типова схема трибологiчної системи подана на
рис. 2.7. На схемi пружину iз жорсткiстю k пов’язано з блоком масою M , до








Рисунок 2.7 – Схема трибологiчної системи
поверхнi, вiд якої вiдокремлений шаром мастила товщиною h. Вiльний кiнець
пружини приводиться в рух з постiйною швидкiстю V0. При русi блоку вини-
кає сила тертя F (2.46), що чинить опiр його пересуванню. Для ультратонких
шарiв змащувальних матерiалiв в режимi межового тертя швидкостi блоку V
i пружини V0 можуть не збiгатися iз-за осцилюючого характеру сили F , що
приводить до переривчастого руху блоку. Даний режим нагадує сухе тертя без
мастила.







де t = t′ – час руху. У випадку постiйного значення швидкостi зсуву V0
iнтеграл у (2.47) звичайно можна замiнити виразом V0t. Для обчислення ча-
сової еволюцiї сили тертя останнє рiвняння необхiдно розв’язувати спiльно з
(2.41), (2.12), (2.44), визначаючи при цьому силу тертя з (2.46). Проте, ча-
си релаксацiї деформацiї τε i ентропiї τs = h2/κ за рахунок тонкостi мастила,
можна покласти малими в порiвняннi з часом релаксацiї надлишкового об’єму
τf . Тому, в межах наближення τf  τε, τs, розв’язуватимемо спiльно два рiв-
няння (2.47), (2.41), визначаючи температуру i деформацiю з (2.45), а ентропiю
з (2.42).
Результат розв’язку вказаних рiвнянь наведений на рис. 2.8. Згiдно з























Рисунок 2.8 – Залежнiсть сили тертя F (мН), швидкостi зсуву поверхнi тертя V (нм/с) та її
координати X (мкм) вiд часу t (с) при параметрах n = −7 · 105 Па,M = 0.4 кг, k = 480 Н/м,
Te = 250 К, V0 = 1400 нм/с
останнiм сила тертя спочатку монотонно зростає, оскiльки мастило твердо-
подiбне, а швидкiсть зсуву збiльшується. Коли вона перевищує критичне зна-
чення Vc0, мастило плавиться, за рахунок чого зменшується сила тертя, росте
швидкiсть руху верхнього блоку V i вiн швидко перемiщується на велику вiд-
стань. При цьому зменшується натягнення пружини i, вiдповiдно, швидкiсть
зсуву. Коли вона стає меншою за значення, що необхiдне для пiдтримки ма-
стила в рiдиноподiбному станi, останнє твердне, i сила тертя починає зростати.
Описаний процес перiодично повторюється у часi. Зазначимо, що швидкiсть,
при якiй мастило твердне, не збiгається з аналогiчною швидкiстю, наведеною
на рис. 2.6. Це пов’язано з рiзким збiльшенням швидкостi зсуву V при плав-
леннi i вiдповiдним збiльшенням параметра f . Згiдно з (2.38) модуль зсуву при
цьому стає менше нуля i його необхiдно вважати за нульовий, що змiнює вид
потенцiалу (2.34). При цьому за наявностi пружних деформацiй (2.44) пружнi
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напруження в мастилi згiдно з (2.37) стають нульовими, що i обумовлює зни-
ження сили тертя, а мастило при цьому тече.
На рис. 2.9 показано залежнiсть повної сили тертя F (2.46), надлиш-
кового об’єму f i пружної компоненти зсувних напружень σeij (2.37) вiд ча-




















Рисунок 2.9 – Залежнiсть сили тертя F (мН), надлишкового об’єму f i пружної компоненти
напружень σeij (МПа) вiд часу t (с) при параметрах рис. 2.8 i швидкостях зсуву V01 = 650 нм/с,
V02 = 1800 нм/с, V03 = 2246.7 нм/с, V04 = 2247 нм/с
блоку (V0 = V01) приводить до зростання надлишкового об’єму f . Коли f до-
сягає критичного значення, мастило плавиться за механiзмом фазового пере-
творення першого роду, при цьому параметр f стрибкоподiбно збiльшується.
Мастило пiсля цього знову починає тверднути, оскiльки зменшується вiдно-
сна швидкiсть зсуву поверхонь тертя (див. рис. 2.8). Пiсля повного тверднен-
ня в ньому з’являється пружне напруження, подальше зростання якого зно-
ву приводить до збiльшення параметра f , поки той досягне критичного зна-
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чення, необхiдного для плавлення, i процес повторюється знову. В резуль-
татi встановлюється перiодичний переривчастий (stick − slip) режим плав-
лення/тверднення. При пiдвищеннi швидкостi до значення V0 = V02 частота
stick−slip пiкiв збiльшується за рахунок того, що при цiй швидкостi у системi
швидше встановлюється критичне значення f . Вiдповiдно, мастило швидше
плавиться, а тому за один i той же промiжок часу система встигає зробити
бiльшу кiлькiсть переходiв плавлення/тверднення. З подальшим збiльшенням
швидкостi V0 = V03 частота stick − slip пiкiв знову зменшується. Це вiдбу-
вається за рахунок того, що на залежностi F (t) з’являються довгi кiнетичнi
дiлянки F = const. Слiд зазначити, що в цьому режимi параметр f при плав-
леннi спочатку рiзко зростає завдяки швидкому збiльшенню швидкостi зсуву
верхнього блоку V . Стацiонарнiй кiнетичнiй дiлянцi вiдповiдає менше значен-
ня надлишкового об’єму f , що встановлюється пiсля рiзкого початкового зсу-
ву верхньої поверхнi, що треться, за рахунок вивiльнення частини механiчної
потенцiальної енергiї розтиснутої пружини. При подальшому зростаннi швид-
костi V0 = V04 переривчастий режим зникає i встановлюється кiнетичний ре-
жим тертя рiдиноподiбного мастила, що характеризується бiльшим значен-
ням надлишкового об’єму f i нульовими пружними зсувними напруженнями
σeij. Зазначимо, що рiдиноподiбний стан не завжди характеризується нульо-
вим значенням напружень σeij [18], i в даному випадку цей факт обумовле-
ний рiвнiстю ефективного модуля зсуву мастила (2.38) нулю в рiдиноподiб-
ному станi [10]. Таким чином, при збiльшеннi швидкостi частота stick − slip
пiкiв спочатку збiльшується, а потiм зменшується за рахунок появи довгих кi-
нетичних дiлянок. При перевищеннi критичного значення швидкостi V0 режим
stick−slip зникає. Описана поведiнка добре узгоджується з експерименталь-
ними даними [4].
У експериментах також часто дослiджується вплив на характер плав-
лення мастила зовнiшнього нормального тиску, що прикладений до поверхонь
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тертя [4,50]. Такi експерименти показують, що тиск впливає на параметри три-
бологiчної системи нетривiальним чином. Наприклад, для мастил з ланцюго-
вих молекул гексадекана iз зростанням тиску критична швидкiсть зсуву змен-
шується, а для квазiсферичних молекул ОМЦТС вона, навпаки, збiльшуєть-
ся [4]. Тиск також впливає на частоту i амплiтуду stick − slip переходiв [4]. В
межах нашої моделi згiдно з рiвнянням (2.41) зростання навантаження на по-
верхнi тертя приводить до зменшення надлишкового об’єму, що повинно спри-
яти твердненню мастила.
На рис. 2.10 подано часову залежнiсть сили тертя при рiзних значен-
нях нормального тиску, дiю якого направлено на стиснення поверхонь тертя.
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Рисунок 2.10 – Залежнiсть сили тертя F (мН) вiд часу t (с) при параметрах рис. 2.8 i зовнiш-
ньому нормальному навантаженнi n1 = −7 · 105 Па, n2 = −50 · 105 Па, n3 = −80 · 105 Па,
n4 = −100 · 105 Па. Верхня панель вiдповiдає температурi Te = 250 К, нижня – Te = 400 К
алiзується переривчастий режим тертя. Причому, iз зростанням тиску збiль-
шується амплiтуда stick − slip переходiв та значення кiнетичної i статичної
сил тертя, а також зменшується частота переходiв. При тиску, що вiдповiдає
нормальному напруженню n = n4, stick − slip режим не реалiзується. Проте,
при цьому встановлюється не кiнетичний режим, що вiдповiдає рiдиноподiб-
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ному мастилу, а вiдбувається тверднення мастила унаслiдок стиснення стiнок.
За рахунок цього мастило вже не може розплавитися, тому встановлюється
велике значення сили тертя F , що вiдповiдає твердоподiбному мастилу i ма-
лому значенню надлишкового об’єму f , оскiльки стиснення стiнок сприяє ви-
никненню в мастилi дальнього порядку чергування атомiв. На нижнiй панелi
рисунка подано залежнiсть, яка має мiсце при пiдвищенiй температурi повер-
хонь тертя Te. Тут видно, що встановлюється кiнетичний режим тертя, який
вiдповiдає малому значенню сили тертя i великому значенню надлишкового
об’єму f . Проте, при n = n4 наступає stick − slip режим, оскiльки при такому
значеннi нормального напруження n згiдно з рiвнянням (2.41) мастило вже не
може бути завжди рiдиноподiбним. З подальшим зростанням тиску слiд чека-
ти повного тверднення мастила, як на верхнiй панелi рисунка при n = n4. Та-
ким чином, виявлено три режими тертя: 1) кiнетичний режим, в якому мастило
завжди рiдиноподiбне; 2) переривчастий режим, що вiдповiдає перiодичному
плавленню/твердненню; 3) режим сухого тертя, що характеризується вели-
ким значенням сили тертя i твердоподiбною структурою мастила. Цi режими
знайдено також в роботi [7] в рамках стохастичної моделi.
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3 ТРИБОЛОГIЧНI ВЛАСТИВОСТI ГРАФЕНУ,ЩО ВЗАЄМОДIЄ З
НАНОЧАСТИНКАМИ
3.1 Постановка комп’ютерного експерименту
Розглядається графеновий шар, що лежить в площинi xy з зiгзаговий
краєм, паралельним x напрямку. Щоб утримати зразок у просторi, граничнi
атоми вуглецю уздовж периметра шару графену пiдтримуються фiксованими
протягом усього моделювання. Розглядаються срiбнi, нiкелевi, мiднi та золотi
наноостровки, що мiстять вiд 5000 до 30000 атомiв. Для кожного розмiру НЧ
використовуються унiкальнi x×y розмiри графеновой пластинки, що змiню-
ються вiд 19.68 нм×17.04 нм до 36.40 нм×31.52 нм, вiдповiдно. Повна кiль-
кiсть атомiв в розрахунках варiюється вiд 17800 до 73808.
Сили мiж атомами металу виводяться з форми потенцiалу, заснованого
на методi зануреного атома (embedded atommethod (EAM)) [56,57], який доб-
ре пiдiгнаний до базових властивостей матерiалу. У EAM потенцiйна енергiя










де φij представляє парну енергiю мiж атомами i i j, роздiленими вiдстан-
ню rij, i Fi вiдповiдає енергiї занурення, необхiдної, щоб занурити атом i в ло-






де fj(rij) - електронна щiльнiсть в точцi, в якiй розташований атом i, що
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з’являється вiд атома j на вiдстанi rij.





























де re – рiвноважнi вiдстанi мiж найближчими сусiдами;
A, B, α, β – пiдгiннi параметри;
κ, λ – два додаткових параметри для вiдстанi вiдсiкання.
Функцiя електронної щiльностi f(r) має ту ж форму, що i притягальний
















Щобфункцiя зануренняF була застосовна дляширокого дiапазону зна-
чень електронної щiльностi, використовуються три рiвняння для кожного з та-
ких iнтервалiв: ρ < ρn, ρn ≤ ρ < ρo i ρo ≤ ρ. Значення ρn = 0.85ρe i ρo = 1.15ρe,
де ρe – рiвноважна електронна щiльнiсть, використовуються, щоб упевнити-
ся, що всi рiвноважнi властивостi можуть бути пiдiгнанi в дiапазонi значень
електронної щiльностi ρn ≤ ρ < ρo. Для гладкої змiни енергiї занурення по-
трiбнi рiвняння, що дають однаковi значення функцiї та її похiдної на границях





















, ρn ≤ ρ < ρo, ρo = 1.15ρe, (3.6)










, ρo ≤ ρ. (3.7)
















де Nm – повне число атомов металу, rˆkj – одиничний вектор, направ-









































































































































































, ρo ≤ ρ. (3.14)
Взаємодiї мiж атомами вуглецю в графенi описуються гармонiйним по-
тенцiалом [59]. Потенцiйна енергiя VC взаємодiй мiж атомами вуглецю в гра-
























Тут пiдсумовування проводиться за зв’язками з найближчими сусiдами, за па-
рами i триплетами зв’язкiв, вiдповiдно. Енергiї розтягування i згину зв’язкiв
описуються першим i другим членом, вiдповiдно, rij – вiдстань мiж найближ-
чими сусiдами для зв’язку i− j, θijk позначає кут мiж зв’язком i− j i зв’язком
j − k в шарi графена. Третiй член вiдповiдає енергiї згину локальної планарної
структури внаслiдок зсуву i-го атома з копланарної позицiї по вiдношенню до
трьох атомiв-сусiдiв j, k, l, а δzi означає нормальне змiщення i-го атома з по-
чаткового положення. Параметри для VC мають такi значення: r0 = 0.1421 нм,
µr = 4188.1 еВ/нм2, θ0 = 2pi/3, µθ = 299.59 еВ/нм2, и µp = 1822.5 еВ/нм2.





























































(δzm + δzn) .(3.16)
Iндекси m, n в останнiй сумi позначають сусiдiв атома i, наступних за найб-
лижчими.
Для взаємодiї метал–вуглець використовується парний 6–12 потен-
цiал Леннарда-Джонса (ЛД). Для обох металiв використовуються значен-
ня параметрiв ε = 0.8738·10−2 еВ, σ = 0.24945 нм iз вiдстанню вiдсiкання
rc = 2.5σ = 0.62363 нм iз роботи [59]. Неточний пiдхiд до вибору значень
параметрiв обумовлений вiдсутнiстю в лiтературi надiйних даних для енергiй
взаємодiї атомiв Ag i Ni з графеном.
Код для розрахункiв реалiзований з використанням платформи
NVIDIAr CUDATM [60], що дозволяє виконати обчислення на однiй графiч-
нiй картi (GPU) NVIDIArGeForceTM GTX 260. Використовується алгоритм
для GPU, заснований на методi списку сусiдiв iз роботи [60], разом зi спе-
цiально розробленим алгоритмом для розмiщення атомiв в комiрцi. Рiвняння
руху iнтегрується методом Верле [61] з кроком за часом ∆t = 0.2 фс.
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3.2 Результати моделювання тертя срiбних та нiкелевих наночастинок
У ходi обчислень вимiрюються такi величини, як температура T систе-
ми, латеральнi положення XCM i швидкiсть VX центру мас (ЦМ) наночастин-
ки, повна сила зсуву FS. Також сила тертя Ff визначається як сума x компо-
нент сил, що дiють на атоми металу з боку атомiв вуглецю. Розмiри LX, LY, LZ
наночастинки розраховуються як рiзниця мiж координатами атомiв металу з
максимальним i мiнiмальним значеннями вздовж вiдповiдного напряму.
В данiй роботi наночастинки виходять процедурою, що iмiтує вiдшару-
вання тонких металевих плiвок внаслiдок теплової обробки [62], i бiльш де-
тально вона полягає в наступному. На початку моделювання пластина, що
складається з декiлькох шарiв атомiв металу, упакованих в iдеальну ГЦК ре-
шiтку, помiщається над шаром графена. Вертикальна вiдстань мiж площиною
графена i нижнiм шаром металу дорiвнює 0.21 нм i 0.24 нм для Ni i Ag вiд-
повiдно. Оскiльки багато атомiв в пластинi знаходяться на її поверхнi i ма-
ють координацiю, меншу нiж в об’ємному станi, така iдеальна ГЦК решiт-
ка не є енергетично вигiдною, i атоми металу починають перебудовуватися в
бiльш компактну конфiгурацiю, що вiдповiдає мiнiмальнiй вiльнiй енергiї. На
рис. 3.1 це проявляється у зменшеннi латерального розмiру пластини LX з ча-
сом. Цей процес супроводжується видiленням енергiї, температура T системи
пiдвищується (див. нижнiй графiк на рис. 3.1), оскiльки на цьому етапi систе-
ма знаходиться в канонiчних умовах, i наноострiвок плавиться. Однак внаслi-
док набагато меншої енергiї взаємодiї метал–вуглець в порiвняннi з енергiєю
метал–метал, кут змочування металевого кластера, що формується, повинен
досягти 180◦ [63]. Конфiгурацiя з мiнiмальною енергiєю буде вiдповiдати кулi,
що не пiдходить для нашого завдання, оскiльки вона має малу площу контак-
ту. Тому для отримання НЧ з бажаною напiвсферичною формою у вiдповiдний
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момент часу (на рис. 3.1 це 26 пс), який визначається емпiрично для кожно-
го розмiру системи, ми починаємо прикладати термостат Берендсена [61] як
до атомiв металу, так i до графену протягом вiдповiдного часового iнтервалу,
щоб охолодити систему до температури близько 300 K. Пiсля цього термостат
вiдключається вiд атомiв металу i прикладається тiльки до графену, щоб ди-
сипувати тепло, вироблене при зсувi НЧ.
Рисунок 3.1 – Часовi залежностi температури T системи, латеральних координати XCM i
швидкостi VX центру мас наночастинки, повної сили зсуву FS, сили тертя Ff i латерального
розмiру LX, отриманi для Ni наноострiвка, що мiстить 16000 атомiв
Розглянуто шар графену розмiром 15.74 нм×13.63 нм, що складається з
8192 атомiв вуглецю, що взаємодiють з Ni НЧ, що мiстить 5000 атомiв. Вико-
ристовуються потенцiали взаємодiї, згаданi вище, i величина енергiї взаємодiї
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Рисунок 3.2 – Часовi залежностi латеральної координати XCM центра мас, отриманi для Ni
НЧ, що мiстить 5000 атомiв при 500 K i 700 K без зсуву
метал–С приблизно в 2.5 рази менше, нiж у роботi [64]. Поведiнка системи
при двох значеннях температури T = 500 K i 700 K вивчалася для вiдносно
тривалих запускiв моделювання. При 500 K етап охолодження простягається
на повний час моделювання, яке становить 5 нс. Для випадку 700 K етап охо-
лодження складає 46 пс, i тривалiсть моделювання 8 нс. З рис. 3.2 видно, що
при T = 500 K величина XCM має фактично нульове значення i не змiнюєть-
ся значно впродовж моделювання, вказуючи на вiдсутнiсть дифузiї. Однак при
700 K НЧ проявляє високу рухливiсть, виражену в помiтних змiнахXCM з ча-
сом.
На рис. 3.1 показанi типовi залежностi згаданих величин для нiкелевої
НЧ, що мiстить 16000 атомiв. Пiсля початку зсуву VX iXCM зростають лiнiйно
i квадратично з часом, вказуючи на перемiщення зi сталим прискоренням, що
вiдповiдає сталiй FS. Однак сила тертя Ff , що дiє на НЧ, не є однорiдною, а
має пилкоподiбну форму зi зростаючою частотою пiкiв, що могло б вказувати
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на переривчастий рух НЧ. Такий сценарiй мiг би бути справедливим для мо-
делей, де об’єкти змiщуються з допомогою пружини, перемiщуваної зi сталою
швидкiстю, де пилкоподiбна сила може привести до переривчастої поведiнки
XCM [67]. Але в нашому випадку XCM(t) має безперервну параболiчну форму
завдяки сталiй силi зсуву, i, отже, НЧ рухається безперервно.
Щоб прояснити поведiнку Ff , розглянемо рис. 3.3 i рис. 3.4, на яких зоб-
раженi залежностi Ff вiд XCM для декiлькох Ag i Ni НЧ. У той час як для
бiльшостi Ni НЧ сила тертя має пилкоподiбну форму, i пiки Ff бiльш-менш
регулярнi, для Ag сила тертя має нерегулярну форму. Вiдстань мiж пiками
для Ni флуктуює бiля значення модуля вектора сталої решiтки графену, рiвнiй
0.246 нм [68], що може вказувати на вплив решiтки графену на спостережува-
ну поведiнку. Вiдзначимо, що мають мiсце додатнi значення Ff , вказуючи на те,
що сила тертя змiнює напрямок при перемiщеннi наноострiвка. У середньому
амплiтуда пiкiв для Ni бiльше, нiж для Ag.
Усереднене за часом значенняFf (див. рис. 3.5) зростає приблизно лiнiй-
но з площею контакту A. Для Ni спостерiгається вiдносно великий розкид
даних, i Ff має менше значення для Ag наночастинок. Кути нахилу лiнiй-
них апроксимацiй складають 2.91 пН/нм2 i 1.21 пН/нм2 для Ni i Ag, вiд-
повiдно. Останнє значення досить близьке до експериментально отриманого
1.04 пН/нм2 для Sb наночастинок з площами бiльш, нiж 104 нм2, що зсувають-
ся в ультрависокому вакуумi [69]. Вiдзначимо, що в експериментах, коли Sb
наночастинки перемiщаються на рiзних поверхнях (графiт i дисульфiд молiб-
дену), отриманi лiнiйнi апроксимацiї мають один i той же кут нахилу. У нашому
випадку для рiзних металiв, але для однiєї i тiєї ж поверхнi нахили рiзнi.
Площа контакту A в розрахунках визначається аналогiчно експеримен-
там, використовуючи латеральнi розмiри LX i LY НЧ i аппроксимуючи її за
допомогою елiпса. На рис. 3.1 розмiр LX лiнiйно зростає з часом, коли НЧ
наближається до межi шару графену (це спостерiгалося для всiх НЧ). Щоб
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Рисунок 3.3 – Сила тертя в залежностi вiд латеральної кординати центру мас наноострiвкiв:
Ni з 5000 i 25000 атомiв (a), Ag з 5000 i 25000 атомiв (б), Ni i Ag з 16000 атомiв (в), Ni i Ag з
29000 атомiв (г). Для ясностi показанi лише початковi частини графiкiв
уникнути впливу цього граничного ефекту на результати, усереднення Ff ви-
конувалося з моменту, коли прикладається FS, до початку зазначеної змiни
розмiру LX.
Сила зсуву FS i зсувне напруження σ також зростають приблизно лiнiй-
но з A (див. рис. 3.6). Значення σ порядку 10–102 МПа ближче до експери-
ментальних даних, отриманих для великих НЧ з площами, що перевищують
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Рисунок 3.4 – Сила тертя в залежностi вiд латеральної координати центру мас Ni (a) i Ag (б)
наноострiвкiв, що мiстять 29000 атомiв












Рисунок 3.5 – Сила тертя в залежностi вiд площi контакту, розрахована для Ni i Ag наноча-
стинок
близько 104 нм2. Бiльш дрiбнi наноострiвки в експериментах як правило ви-
магають менших зсувних напружень порядку 1 МПа i менше [69].
Говорячи про вплив розмiру, як правило адгезiйнi взаємодiї передба-
чаються пропорцiйними площi контакту [70]. Проте в наших обчисленнях Ni
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Рисунок 3.6 – Зсувнi напруження в залежност вiд площi контакту, розрахованi для Ni i Ag
наночастинок. Вставка: сила зсуву в залежностi вiд площi контакту
НЧ, що мають меншу площу контакту, нiж Ag, вiдчувають бiльше тертя. Це
пов’язано з кiлькiсними вiдмiнностями атомної структури матерiалiв, що при-
водить до рiзних поверхневих енергiй НЧ. Меншу вiдстань мiж найближчи-
ми сусiдами в Ni, обумовлює те, що бiльша кiлькiсть атомiв розташована на
одиницi поверхнi НЧ в порiвняннi з Ag. Це призводить до бiльш високої по-
верхневої енергiї i бiльш сильної адгезiї. До того ж атоми металу, розташованi
вище, нiж нижнiй шар, можуть давати вiдчутний для таких вiдносно малих НЧ
внесок у адгезiю, оскiльки вони лежать в дiапазонi дiї ЛД потенцiалу. Оцiнки
енергiї взаємодiї, отриманi з ЛД потенцiалу для вiдстанi, рiвної двом вiдстаням
до найближчого сусiда, дають вклади близько 6% i 2% вiд мiнiмуму енергiї ε
для Ni i Ag, вiдповiдно. Таким чином, враховуючи неупорядковану структуру
НЧ i деформацiю графена, ймовiрним є те, що атоми металу, розташованi далi,
нiж поверхневий шар, можуть давати вiдчутний внесок у адгезiю. Для Ni вiн
повинен бути в кiлька разiв бiльшим, нiж для Ag. Отже, тертя може залежа-
ти не тiльки вiд площi, але також вiд особливостей структури НЧ в напрямку,
нормальному до поверхнi.
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3.3 Результати моделювання тертя мiдних та золотих наночастинок
На рис. 3.7 показанi типовi залежностi для мiдної НЧ, що мiстить 19000
атомiв.
Рисунок 3.7 – Часовi залежностi температури T системи, латеральних координат XCM i
швидкостi VX центру мас НЧ, повної сили зсуву FS , сили тертя Ff i латеральних розмiрiв LX ,
LY , отриманих для наноострiвка Cu, що мiстить 19000 атомiв
Можна вiдзначити, що пiсля початку зсуву VX i XСМ зростають лiнiй-
но i квадратично з часом, вказуючи на перемiщення зi сталим прискоренням,
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що вiдповiдає сталiй FS. Однак сила тертя Ff , що дiє на НЧ, не є однорiдною,
а має пилкоподiбну форму зi зростаючою частотою пiкiв, що може вказувати
на переривчастий рух НЧ. У нашому випадку, XCM(t) має безперервну пара-
болiчну форму завдяки сталiй силi зсуву, отже, НЧ рухається безперервно.
Щоб бiльш детально вивчити поведiнкуFf розглянемо рис. 3.8, на якому
зображенi залежностi Ff вiдXСМ для декiлькох Cu i Au наночастинок.
Рисунок 3.8 – Сила тертя в залежностi вiд латеральної координати центру мас НЧ: Cu 5000
(а) i 2900 (б) атомiв, Au 10000 (в) i 25000 (г) атомiв
У той час як для бiльшостi Cu наночастинок сила тертя має пилкоподiб-
ну форму, i пiки Ff бiльш-менш регулярнi, для Au сила тертя має нерегулярну
форму. Вiдстань мiж пiками для Cu флуктуює бiля значення модуля вектора
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сталої решiтки графену, рiвного 2.46 A˚ [71, 72]. Можна зробити висновок про
вплив решiтки графену на спостережувану поведiнку. Вiдзначимо, що мають
мiсце додатнi значення Ff , що вказує на те, що сила тертя змiнює напрямок
при перемiщеннi наноострiвка. У середньому амплiтуда пiкiв для Cu бiльше,
нiж для Au.
На рис. 3.7 розмiр LX лiнiйно зростає з часом, коли наночастка набли-
жається до межi шару графену (дане явище спостерiгалося для всiх наноча-
стинок). Таке явище пояснюється тим, що межi пластини графена, в даному
експериментi, вважаються жорсткими. Щоб уникнути впливу цього гранич-
ного ефекту на результати, усереднення Ff виконувалося з моменту, коли при-
кладається FS до початку зазначеної змiни розмiру LX . Для бiльш докладного
дослiдження трибологiчних властивостей наночастинок золота, проводилося
два експерименти з рiзною швидкiстю зсуву наночастинки. Два рiзних зна-
чення сили зсуву Au наночастинки досягалися таким чином. Згiдно з мето-
дикою прикладання зсуву, сила прикладається до атомiв, що лежать лiвiше
центру мас НЧ, покроково збiльшуючись, поки швидкiсть центру мас не до-
сягне значення 3.55 м/с. Потiм швидкiсть зсуву залишається сталою. У даних
комп’ютерних експериментах використовувалися два значення кроку збiль-
шення сили зсуву 0.0001 пН i 0.00001 пН, що дозволило досягти зазначеної
швидкостi при рiзних кiнцевих значеннях зсувних напружень. Це забезпечи-
ло рiзнi значення сили зсуву. Таким чином, було перевiрено припущення що-
до пилкоподiбної форми графiка залежностi сили тертя вiд положення центру
мас.
На рис. 3.9 представленi залежностi сили тертя вiд латеральної компо-
ненти центру мас для малого значення сили зсуву. Можна вiдзначити вiдмiну
вiд рис. 3.8, що складається в наявностi бiльш-менш вираженої пилкоподiбної
форми залежностей, в той час як на рис. 3.8 залежностi нерегулярнi. Також, на
вiдмiну вiд рис. 3.8, де пiки для малих НЧ є чiтко вираженими, на рис. 3.9 вони
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Рисунок 3.9 – Сила тертя в залежностi вiд латеральної координати центру мас Au НЧ при
малiй силi зсуву: 10000 атомiв Au (а), 25000 атомiв Au (б). Сила зсуву FS для НЧ, що мiстить
10000 i 25000 атомiв, вiдповiдно дорiвнює 0.7442939 нН i 2.0778005 нН
мають “тонку структуру” для всiх розмiрiв НЧ i складаються з декiлькох менш
виражених пiкiв. При великих силах зсуву атоми не мають достатньо часу для
створення локальних сумiрних станiв, що i призводить до нерегулярної форми
залежностей. Для пояснення даної поведiнки можна припустити, що при ма-
лих силах зсуву i, вiдповiдно, прискореннях, атоми на поверхнi контакту НЧ
можуть мати достатньо часу для невеликого вiдхилення вiд рiвноважного по-
ложення з метою заповнення потенцiйних мiнiмумiв шару графену. При цьому
може вiдбуватися локальна спiврозмiрнiсть поверхонь.
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ВИСНОВКИ
У запропонованiй роботi розроблена термодинамiчна модель, що опи-
сує поведiнку трибологiчної системи в режимi межового тертя, яка дозволяє
пояснити ряд ефектiв, що були виявленi експериментально. Показано, що до
переривчастого режиму руху призводить фазовий перехiд першого роду мiж
рiдиноподiбним i твердоподiбним станами мастила. Дослiджено вплив темпе-
ратури мастила, коефiцiєнтажорсткостi пружини i коефiцiєнта пропорцiйностi
мiж в’язкiстю та градiєнтом швидкостi на поведiнку системи. Встановлено, що
для псевдопластичних рiдин з ростом температури мастила пружнi напружен-
ня i сила тертя в системi зменшуються. При збiльшеннi коефiцiєнта жорст-
костi пружини сила тертя i напруження зростають для всiх типiв мастил. При
зростаннi коефiцiєнта пропорцiйностi k для псевдопластичних рiдин макси-
мальнi напруження суттєво не змiнюються, а сила тертя зростає. Для порiв-
няння наведенi результати розрахункiв для дiлатантних та ньютонiвських рi-
дин. Знайдено режими, у яких зсув поверхонь тертя нееквiвалентний напряму
руху верхнього блока, що вiдповiдає реалiзацiї в системi ефектiв пам’ятi. При
побудовi моделi використовується термодинамiчний потенцiал з двома стiйки-
ми стацiонарними станами, у якого нульовий i ненульовий мiнiмуми роздiленi
максимумом. Проте експериментально встановлено, що мастило характери-
зується бiльше нiж одним типом переходу i може iснувати в декiлькох (твер-
доподiбному або рiдиноподiбному) метастабiльних станах. Для опису такої си-
туацiї достатньо врахувати додатковi члени розкладання вiльної енергiї бiльш
високих порядкiв.
Використовуючи атомiстичний пiдхiд, виявлена неоднорiдна, зокрема
пилкоподiбна форма сили тертя, що дiє на металевi наночастинки, адсорбованi
на графенi. Показано, що для температури 300 K дифузiя нiкелевих наноост-
рiвков розглянутих розмiрiв не спостерiгається, проте залежнiсть дифузiї вiд
71
температури може бути дуже швидкою. Виявлено, що форма i середнє зна-
чення сили тертя залежать вiд типу матерiалу наноострiвка. Залежностi сили
тертя пiдкладки вiд латеральної компоненти положення центру мас для всiх
Сu та бiльшостi Ni НЧ має пилкоподiбну форму. Для золотих НЧ спостерi-
гаються залежностi двох типiв: неоднорiдна i пилкоподiбна. Для Ag НЧ сила
тертя має нерегулярну форму. Встановлено, що середнє за часом значення си-
ли тертя зростає приблизно лiнiйно з площею контакту наночастинок. Для Ni
має мiсце великий розкид даних, i сила є меншою для Ag та Au НЧ. Нахи-
ли лiнiйних апроксимацiй становлять 2.29 та 2.03 пН/нм2 для Au для великих
та малих навантажень, 2.91 пН/нм2 для Ni та 1.21 пН/нм2 для Ag. Цi нахили
близькi до експериментально спостережуваних. Сила тертя та форма її коор-
динатної залежностi в рiзних напрямах ковзання можуть суттєво вiдрiзнятися.
Запропоновано якiсну модель для пояснення результатiв, що спостерiгаються.
Адгезiя i, вiдповiдно, тертя маленьких НЧ може залежати не тiльки вiд площi
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